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Prawa wielkich liczb

Przypomnienie

Istnieje wiele wariantow praw wielkich liczb. Wspdlng ich cecha
jest asymptotyczne zachowanie wyrazen typu

X1+ Xo+ -4+ Xn—an
bn

Przypomnimy najwazniejsze dwa z nich
@ Prawo Wielkich Liczb Bernoulliego
@ Mocne Prawo Wielkich Liczb Kotmogorowa

Metody Monte Carlo



Prawa wielkich liczb
PWL

Prawo Wielkich Liczb Bernoulliego

Jesdli S, jest liczbg sukces6w w schemacie Bernoulliego z
prawdopodobienstwem sukcesu p, to dla kazdego ¢ > 0

P<S”

gl <)
Intuicyjne przyktady
@ Liczba ortow przy duzej liczbie rzutéw uczciwg stabilizuje
sie wokot 0.5

@ liczba jedynek w rzutach uczciwg kostkg powinna wynosi¢
& wszystkich rzutow.
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Prawa wielkich liczb
PWL

Mocne Prawo Wielkich Liczb Kotmogorowa

Jesli X, Xz, ..., X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie z wartoScig oczekiwang y, to dla
kazdegoe >0

lim P(sup Xt Xot oot X —M‘ §g> =
n—oo m>n m
Intuicyjnie:

@ Losujac coraz wiecej liczb z tego samego rozktadu, Sredni
wynik nie bedzie sie roznit od wartosci oczekiwanej o
wiecej niz dowolnie mata liczba.
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Wprowadzenie

Anyone who considers arithmetical methods of producing
random digits is, of course, in a state of sin.

John von Neumann 1951

@ Komputer nie jest w stanie tak na prawde losowac liczb.

@ Zamiast tego stosuje sie ciggi liczbowe o z gory ustalonych
wartosciach, ktére bardzo dobrze imitujg ciagi liczb
losowych.

@ Dlatego zamiast mowic o liczbach losowych méwi sie o
liczbach pseudolosowych.

@ Komputery tak na prawde generuja tylko liczby z rozktadu
jednostajnego.

Metody Monte Carlo



Liczby pseudolosowe Podstawy

Przyktad

A
@ Mamy ciag liczb 13, 21, 57, 69, 73. Jaka liczba bedzie
nastepna?.

Xn
13
21
@ |57
69

73
?
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Przyktad

Algorytm
@ Algorytm jest nastepujacy x,.1 = mod (x, *x B, M)
@ Tutaj x,11 = mod (x,*17,100)

Xn | 17X,
13 | 221
21| 357
@ | 57 | 969 Modulo to reszta z dzielenia.
69 | 1173
73 | 1241
41 | 697

@ Czasami przy obliczeniach dodaje sie jeszcze statg x,, 1 =
mod (x, x B+ ¢, M)
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Liczby pseudolosowe Podstawy

@ Punkt startowy to ziarno losowania.

@ Zte dobranie ziarna, albo modulo moze powodowac
szybkg okresowos$¢ algorytmu.

@ Reczne ustawienie ziarna jest niezbedne do replikowania
symulaciji i obliczen.

@ Mozna ,losowac” ziarno — brane jest wtedy z czasu
systemowego.
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Liczby pseudolosowe Podstawy

generowanie innych rozkltadéw

@ Komputer potrafi tylko generowac ciagi liczb naturalnych.

@ Stworzenie z nich rozktadu jednostajnego jest proste —
dzielimy przez modulo.

@ Rozktady dyskretne zazwyczaj okresla sie przez
odpowiedni podziat odcinka.

@ Uzyskiwanie innych rozktadéw ciggtych jest bardziej
skomplikowane.

@ Stosuje sie rézne przeksztatcenia.
@ Mozna stosowac funkcje odwrotng do dystrybuanty.
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Liczby pseudolosowe Podstawy

generowanie rozktadu normalnego

@ Jednym z wazniejszych rozktadéw jest rozktad normaliny.

@ Mozemy generowac go poprzez funkcje odwrotng do
dystrybuanty.

@ Inng popularng metodg jest skorzystanie z centralnego
twierdzenia granicznego.

°

U~U@0,1) X=> U-6~N(01)

@ Wystarczy zsumowac 12 liczb pochodzacych z rozktadu
jednostajnego, aby uzyskac rozktad normainy.

@ 12 bierze sie tez stad, ze wariancja w rozktadzie
jednostajnym dana jest jako (b a) . Na odcinku (0, 1)
wynosi 1/12
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Funkcja odwrotna do dystrybuanty

Zastosowanie do generowania zmiennych z rozktadéw ciggtych
@ Dystrybuanta jest dana na odcinku [0,1]

@ Aby znalez¢ warto$¢ zmiennej z szukanego rozktadu
nalezy znalez¢ takie x, zeby dystrybuanta w tym punkcie
miata wartos¢ z rozktadu jednostajnego.

@ Dystrybuanta rozktadu normalnego ®(x) = % (1 + erf%)

@ Dla u; z rozktadu jednostajnego, aby uzyskac¢ zmienng z
rozktadu normalnego nalezy znalez¢ kwantyl rozktadu
normalnego rzedu u;
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Przypomnienie najwazniejszych rozktaddw

ROZKLADY DYSKRETNE
@ Rozkiad jednopunktowy
@ Rozkiad dwupunktowy

@ Rozktad dwumianowy Bernoulliego
@ Rozkfad Poissona
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Przypomnienie najwazniejszych rozktaddw

ROZKLADY CIAGLE

@ jednostajny

@ normalny
e t-Studenta
@ Chi-kwadrat
@ F-Snedecora
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Geometryczny ruch Browna

(O
@ Wiele zjawisk w ekonomii modelowanych jest przez
geometryczny ruch Browna (Geometric Brownian Motion)

@ Logarytm losowej warto$ci odpowiada ruchowi Browna
(procesowi Wienera).

@ W ekonomii GBM wykorzystywany jest np. do
modelowania cen akgcji.

@ Byt on stosowany w wycenie cen akcji modelu
Blacka—Scholesa.

@ Wiele wspotczesnych badan wskazuje, ze ceny akcji nie
podlegajg GBM!
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Zapis formalny

.
@ Rownanie stochastyczne dS; = uS:dt + o S;dW;

@ Rozwigzanie analityczne S; = Sy exp((p — "72)1‘ +oW)

o Implikuje to, ze In (%) ~N ((M — )t a2t)

@ SAS nie ma oprogramwanego generowania zmiennych z
GBM, ale mozna samemu przeksztatcac.
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Rozktady wielowymiarowe

@ Wiele zjawisk jest wielowymiarowych.

@ Aby méc je modelowa¢ musimy umie¢ generowac rozktady
wielowymiarowe.

@ Generowanie zmiennych niezaleznych jest proste —
wystarczy osobno wylosowa¢ zmienne i ztozy¢é w wektor.

@ Generowanie zmiennych zaleznych jest trudniejsze i
wymaga uwzglednienia zaleznosci pomiedzy zmiennymi.
@ COV(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)
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Liczby pseudolosowe Podstawy

Generowanie zmiennych z rozktadu normalnego

@ Aby generowac zmienne niezalezne z rozktadu
normalnego mozna postuzyc¢ sie przeksztatceniem
Boxa-Mullera

@ U; i U> sg niezalezne i pochodzg z rozktadu jednostajnego
(0,1)

@ X; =+/—2InUjcos (2rU>)
@ Xo =+/—2InUjsin(2nUs)
@ Cov(X1,X2) =0
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

e Metoda Monte Carlo
@ Wstep
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

@ Monte Carlo jest jedng z najczesciej uzywanych metod
symulacyjnych.

@ Metoda zostata wymyslona i po raz pierwszy zastosowana
przez Stanistawa Ulama (wspottwércy bomby wodorowej).

@ Jedna z najczestszych aplikacji metody Monte Carlo jest
catkowanie numeryczne.

@ Jak w kazdej metodzie numerycznej nalezy pamietac o
zasadzie garbage in garbage out.
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

e Metoda Monte Carlo

@ Metoda Crude Monte Carlo
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

Metoda Crude Monte Carlo

@ Chcemy policzy¢ catke z funkcji f(x)

I = /: f(x)dx

@ W przedziale [a, b] losujemy N punktéw i przyblizamy

a—b
I~ =5 ;f(xi)dx

@ Wyglada to tak samo jak catka Riemanna.
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo
da Akceptacji - Odrz

Metoda Monte Carlo ety metod Monte Carlo

Przyktad




Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

e Metoda Monte Carlo

@ Metoda Akceptacji - Odrzucen
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

Metoda Akceptacji - Odrzucen

@ Jest to najczesciej stosowana metoda Monte Carlo

@ Czasami nazywana jest Typowym Monte Carlo

@ Losujemy punkty z prostokgta (moze by¢ wielowymiarowy)
[a, b] = [0, d].

@ Liczymy proporcje punktdéw lezacych nad wykresem do
punktow lezgcych pod wykresem.

o = [Pf(x)dx~ k(b a)d

@ k —liczba punktow pod wykresem, N — liczba losowanych
punktow.
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

Metoda Akceptacji - Odrzucen — przyktad

@ Chcemy policzy¢ catke y = f01 xdx
@ W tym przypadku mozemy policzy¢ analitycznie

y= / x°dx =

@ Ale mozemy policzy¢ tez metoda MC.

@ Losujemy N punktow z kwadrattu [0, 1] i patrzymy ile z nich
lezy pod krzywa.

6 :—_016(6)

Oﬂ—*
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Wstep

Metoda Crude Monte Carlo
Metoda Akceptaciji - Odrzucen
Wady i zalety metod Monte Carlo

Metoda Monte Carlo

Przyktad

symulacja MC dla 1000 powtorzen. Calka= 0.162




Wstep
Metoda Crude Monte Carlo
Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Metoda Monte Garlo Wady i zalety metod Monte Carlo

Przyktad

symulacja MC dla 50000 powtorzen. Calka= 0.16805
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo
Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Metoda Monte Garlo Wady i zalety metod Monte Carlo

Algorytm

Q@ Ustawk=0in=0.
@ Wylosuj liczby x i y z rozkladu jednostajnego [0, 1]
© Sprawdz, czy y < f(x). Jezeli tak zwigksz k 0 1.

© Powtérz punkty 1. i 2. nrazy. n powinno byé duzg liczbg
(np. 10.000).

© Podziel licznik przez liczbe powtérzen s = k/n
© s jest przyblizeniem catki z funkcji na odcinku [0.1].
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

Algorytm w przypadku ogdinym.

@ W metodzie tej tak naprawde liczymy prawdopodobienstwo
znalezienia si¢ pod wykresem.

@ Jezeli losujemy punkty z prostokata o polu innym niz 1, to
aby obliczy¢ catke nalezy przemnozy¢

prawdopodobienstwo przez pole prostokata.

° f _ 1. punktéw pod wykresem
~ liczba wylosowanych punktow

pole prostokata

@ Nalezy pamieta¢, zeby prostokat, z ktérego losujemy
obejmowat maksimum z f(x)
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo
Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Metoda Monte Garlo Wady i zalety metod Monte Carlo

Przyktad




Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptaciji - Odrzucen

Przyktad - obliczenie =

Wady i zalety metod Monte Carlo

How | want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quantum
mechanics!

@ Obliczanie wartosci liczby 7 jest czesto podawanym
przyktadem zastosowania catkowania metodg MC
@ Wiemy, ze pole kota wynosi 7r?

@ Mozemy zatem obliczy¢ pole kota metodg MC i wyliczy¢
stad 7

@ Dla tatwiejszych obliczen mozemy losowaé punkty z
pierwszej cwiartki kota, a nastepnie przemnozy¢ wynik
przez 4.

@ Podobno w mniej wiecej taki sposéb obliczano = w XIX
wieku, rzucajgc w kwadratowg tarcze z narysowanym
kotem.
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Metoda Crude Monte Carlo
Metoda Akceptaciji - Odrzucen
Wady i zalety metod Monte Carlo

Wstep

Metoda Monte Carlo

Przyktad
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady i zalety metod Monte Carlo

e Metoda Monte Carlo

@ Wady i zalety metod Monte Carlo
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Zalety metody MC

Wady i zalety metod Monte Carlo

@ mozliwos¢ rozwigzania trudnych probleméw
@ prosta forma zastgpienia rozwigzan analitycznych
@ rosngca moc obliczeniowa komputerow

@ uwalniajg uzytkownika od skomplikowanej teorii i wzoréw,
pozwalajac skupi¢ sie na istocie pytania, na ktore
statystyka ma odpowiedzieé¢
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Wstep
Metoda Crude Monte Carlo

toda acji - Odrzuct
Metoda Monte Carlo Metoda Akceptacji - Odrzucen

Wady metod MC

Wady i zalety metod Monte Carlo

@ eksperymenty dla jednak skonczonej liczby préb
@ wyniki zawsze beda przyblizeniem
@ wyniki zalezg od jakosci generatora liczb pseudolosowych

Metody Monte Carlo



	Prawa wielkich liczb
	PWL

	Liczby pseudolosowe
	

	Metoda Monte Carlo
	Wstep
	Metoda Crude Monte Carlo
	Metoda Akceptacji - Odrzucen
	Wady i zalety metod Monte Carlo


